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1 Introduzione

Nell’ottobre del 2000, dovendo viaggiare in treno per un paio d’ore, mi ritrovai fra le mani una copia de ‘La Settimana Enigmistica’, acquistata per ingannare il tempo. Fra i vari quiz proposti, c’era quello che segue, formulato più o meno così:

“E’ ben noto come i numeri interi da 1 a 9 possano essere disposti in una matrice 3x3 in modo che la somma dei valori presenti sulle 3 righe, sulle 3 colonne e sulle 2 diagonali dia sempre lo stesso risultato:

2
9
4

7
5
3

6
1
8







     Tab. 1

Sapreste trovare una disposizione di numeri interi, tutti diversi fra loro, in modo che il prodotto dei valori presenti su righe, colonne e diagonali dia sempre lo stesso risultato?”
La costante magica K, cioè la somma di righe, colonne e diagonali, è nel caso di Tab. 1 pari a 15. Il problemino è uno di quelli che con l’intuizione giusta si risolvono in pochi secondi, altrimenti richiedono semestri di calcoli inutili. Riuscii a risolverlo dopo un po’ di riflessione: esistono infinite soluzioni, una per ciascun intero N>1. Ponendo infatti:

N2
N9
N4

N7
N5
N3

N6
N1
N8







     Tab. 2

si risolve il mistero, utilizzando cioè come esponenti i valori della Tab. 1. La soluzione più semplice si ha con N=2, cioè:

4
512
16

128
32
8

64
2
256







     Tab. 3

e la costante magica, in questo caso prodotto dei termini di ciascuna riga, colonna e diagonale, è 215, cioè K=32768.

2 Il quadrato di numeri primi

Fin qui, credo di aver soltanto annoiato, con questa che per un appassionato è poco più di una banalità. Io invece cominciai a rifletterci su, e dopo un po’ mi posi il seguente quesito:

Questo problema ha una soluzione ‘antiestetica’: tutti i valori del quadrato sono potenze di 2 (o di N in generale): esiste una qualche soluzione in cui i valori utilizzati non siano così ‘apparentati’, numericamente parlando?

Dopo un po’ mi resi conto che, se si desidera che K sia il prodotto dei vari termini, e non la somma, allora tutti i termini devono contenere i medesimi fattori, se scomposti in fattori primi. Se cioè il fattore 2 (o qualsiasi altro) è presente in una casella, esso fa parte del prodotto della riga e della colonna cui appartiene, e della eventuale diagonale: allora lo stesso 2 deve presentarsi in ogni riga, colonna o diagonale, per garantire che il prodotto K sia realizzato. Quindi in tutte le caselle! E ciò vale per tutti gli eventuali fattori primi di ciascun numero presente in ciascuna casella: ciò vuol dire che le soluzioni della Tab. 2 sono tutte e sole le soluzioni al problema proposto, che quindi era completamente risolto e non meritava altre indagini.

Ma ero ancora lontano dall’arrivo, ed il treno percorreva le campagne allagate dall’alluvione, scavalcando lentamente i ponti sui fiumi in piena… Nelle nebbie umide dell’oltrepo pavese cambiai obiettivo, tornando ad un K che fosse somma e non prodotto… E allora mi chiesi:

Bene, visto che non è possibile avere un K prodotto di fattori non imparentati, è invece possibile avere un K che sia somma di fattori non imparentati, cioè primi fra loro, o meglio tutti primi?

Sintetizzando, mi sono posto il problema:

(  Trovare un quadrato magico 3x3 composto da numeri primi  (
3 Caccia al quadrato: condizioni generali

Dopo qualche tentativo a mano, mi resi conto che il problema richiedeva un’analisi un po’ più approfondita, e quindi carta, penna, tempo, ed un tantino di curiosità matematica. In primo luogo, definii un quadrato generico, con elementi incogniti da determinare:

g
d
e
f
h

a
A
B
C


b
D
X
E


c
F
G
H








     Tab. 4

Le lettere maiuscole denotano i 9 termini del quadrato, le minuscole righe colonne e diagonali (‘g’ definisce la diagonale (A, X, H) ed ‘h’ la diagonale (C, X, F)). Quindi posi le condizioni affinché i valori in esso contenuti rispettassero quanto richiesto da un quadrato magico (condizioni base):

a) A + B + C = K
b) D + X + E = K
c) F + G + H = K
d) A + D + F = K
e) B + X + G = K
f) C + E + H = K
g) A + X + H = K
h) C + X + F = K
dove K è ovviamente la costante magica di cui sopra. Quanto riportato è un sistema lineare di 8 equazioni nell’insieme delle 9 incognite I=(A, B, C, D, X, E, F, G, H). Risolvendolo si scopre (ma è, almeno in parte, intuitivo che sia così), che due delle equazioni sono ridondanti (cioè che il rango della matrice associata al sistema è 6…), per cui il sistema ha 3 gradi di libertà. Cioè ammette (3 soluzioni. Tutto ciò non ha ancora nulla a che fare coi numeri primi: è vero a prescindere dal fatto che i numeri coinvolti siano primi o no, o che siano interi positivi: fra le (3 soluzioni, io volevo cercare quelle composte esclusivamente da numeri primi (quindi interi positivi, un po’ speciali).

Prescindiamo ancora un attimo dai numeri primi (ed anche dagli interi positivi), per una considerazione estemporanea: allora, se I0=(A0, B0, C0, D0, X0, E0, F0, G0, H0) è una 9-pla di numeri che rispettano i criteri del quadrato magico (per esempio, quanto riportato in Tab. 1: I0=(2, 9, 4, 7, 5, 3, 6, 1, 8)), di conseguenza anche l’insieme IM=(MA0, MB0, MC0, MD0, MX0, ME0, MF0, MG0, MH0) è una soluzione per il quadrato magico, qualunque sia il valore di M (non nullo), con costante magica KM=MK, dove K è la costante magica relativa all’insieme I. E ancora, anche una soluzione del tipo IJ=(J+A0, J+B0, J+C0, J+D0, J+X0, J+E0, J+F0, J+G0, J+H0) è una soluzione, stavolta con costante magica K+J=K+3J. Tutto ciò per qualsiasi M o J rispettivamente, siano essi interi, primi, reali o immaginari non entrambi nulli. Quindi, data una soluzione I0, tutte le soluzioni del tipo IM,J=(J+MA0, J+MB0, J+MC0, J+MD0, J+MX0, J+ME0, J+MF0, J+MG0, J+MH0) sono soluzioni del quadrato magico.

Ma io cercavo soluzioni intere, composte esclusivamente da numeri primi diversi fra loro… Esistevano? Come detto, il sistema di equazioni di cui sopra ha tre gradi di libertà, cioè tre variabili indipendenti fissabili arbitrariamente; se si scelgono X, B e C come tali variabili indipendenti (questa è una scelta quasi arbitraria, se ne potrebbero fare diverse), dal sistema di cui sopra si ricava che:

1) A = 3X – B – C
2) D = B + 2C – 2X
3) E = 4X – B – 2C
4) F = 2X – C
5) G = 2X – B
6) H = B + C – X
e inoltre, il che è abbastanza importante:

7) K = 3X
Cosa significa questo? Significa che, data una terna T=(X, B, C), tutto il resto del quadrato magico è univocamente determinato. E che per ogni terna T esiste uno ed un solo quadrato magico. In pratica, fissando a piacere i valori di X, B e C, si ricava uno ed un solo quadrato magico. Ciò è vero comunque si scelgano tali valori, siano essi, e mi ripeto, interi, reali, immaginari, irrazionali o quant’altro… E’  la conferma che esistono (3 soluzioni; ma io cercavo solo quelle composte da numeri primi differenti.

4 Con l’aiuto del Piccì…

Un modo (più o meno) comodo per cercare qualcosa di numerico tramite enumerazione è quello di ricorrere ad un adeguato programmino (!) da far girare su un Personal Computer; e allora occorreva una procedura che scandisse, per ogni X intero primo, ciascun B intero primo e quindi ciascun C intero primo; e fissata ognuna di tali terne T verificasse che i corrispondenti valori di A, D, E, F, G ed H fossero a loro volta primi…

Non è difficile scrivere una procedura che generi l’elenco dei primi, dal quale attingere per selezionare X, B e C; ma è più comodo usare prodotti preconfezionati, e partire da essi quando disponibili… ed allora in primis ho scaricato dal sito Web

http://www.geocities.com:80/ResearchTriangle/Thinktank/2434/prime/primenumbers.html la lista dei numeri primi a me necessari (i primi 200000 numeri primi, sovrabbondanti come si vedrà). Poi, ho stilato un programmetto in linguaggio C che trovasse le soluzioni da me cercate; questa prima versione ha in breve mostrato che i quadrati magici cercati ESISTONO, e che sono tanti, presumibilmente infiniti… Per ciascun valore centrale X ne esiste un certo numero, piccolo o nullo se X è piccolo, via via crescente al crescere di X. Il più piccolo di essi (piccolo nel senso dell’avere X il minore possibile) è il seguente:

101
5
71

29
59
89

47
113
17







     Tab. 5

ed ha costante magica K = 177 (Si noti che il valore di K, essendo pari necessariamente a 3X, non potrà mai essere un numero primo ).

5 Limiti di variabilità di X, B e C

La prima versione del programma, un po’ rudimentale ma efficace, aveva mostrato senza troppa fatica che i quadrati magici cercati esistono, e che sono numerosissimi, almeno relativamente. Per analizzare più a fondo la questione, poco a poco ne ho costruito una versione più sofisticata, via via più veloce ed efficiente. Efficiente nel senso della velocità di elaborazione (la versione finale del programma è circa 2000 volte più efficiente della prima, nel senso che a parità di tempo di elaborazione genera 2000 volte più quadrati magici di numeri primi) in modo da catturare il più alto numero possibile di quadrati magici per poterli catalogare ed ispezionare meglio. Con qualche considerazione numerica più o meno semplice (che evita di dover considerare fino a 200.000 valori di B per ciascun X e fino a 200.000 valori di C per ciascuna coppia (X, B)) ho allora lavorato (si fa per dire) per migliorare il programma, come di seguito narrato; ne sono venute fuori anche alcune considerazioni teoriche sulla struttura del quadrato…

Chi non fosse interessato alle considerazioni analitiche da porsi sulla ricerca del quadrato magico di numeri primi, può saltare direttamente al capitolo 6.

5.1 Simmetrie

In primo luogo si osservi che, data una qualsiasi soluzione al problema I0=(A0, B0, C0, D0, X0, E0, F0, G0, H0):

A0
B0
C0

D0
X0
E0

F0
G0
H0







     Tab. 6

risultano soluzioni anche le seguenti 7, ottenute dalla precedente per rotazioni e riflessioni:

F0
D0
A0

H0
G0
F0

C0
E0
H0

G0
X0
B0

E0
X0
D0

B0
X0
G0

H0
E0
C0

C0
B0
A0

A0
D0
F0

Tab. 7: Soluzioni ottenute per rotazione dalla Tab. 6

C0
B0
A0

A0
D0
F0

F0
G0
H0

H0
E0
C0

E0
X0
D0

B0
X0
G0

D0
X0
E0

G0
X0
B0

H0
G0
F0

C0
E0
H0

A0
B0
C0

F0
D0
A0

Tab. 8: Soluzioni ottenute per riflessione dalle Tab. 6 e 7

Ogni soluzione trovata ha allora 8 varianti, ma non sono molto interessanti: è come guardare lo stesso oggetto da Nord, Est, Sud ed Ovest, diritto o ribaltato. Il programma è quindi stilato in modo da eliminare rotazioni e riflessioni, come si vedrà in seguito.

5.2 Esclusioni

5.2.1 Niente ‘1’…

Per prima cosa, il numero 1 non può apparire in nessuna soluzione. Perché? Semplicemente perché il numero 1 non è ufficialmente considerato un primo dagli esperti, poiché molti teoremi relativi ai numeri primi riescono meglio esposti se si considera 1 non primo. Ad esempio, l’affermazione ‘tutti i multipli interi di un numero primo sono non primi’ è vera solo se si esclude l’1 dalla lista dei primi. Se si includesse l’1 nelle ricerche, ci sarebbero molti altri quadrati magici composti da soli primi, ma ciò non sarebbe formalmente corretto.

5.2.2 Niente ‘2’…

Si noti poi che nessuna soluzione può comprendere il valore 2, il primo anomalo perché unico pari: se esso fosse presente in una qualsiasi casella, la riga, la colonna e l’eventuale diagonale comprendenti tale casella avrebbero somma pari, mentre le altre righe, colonne e diagonali non comprendenti la casella col 2 darebbero somma dispari, rendendo impossibile la condizione di magicità.

5.2.3 Tipi di numeri primi

Consideriamo la successione di numeri interi positivi data dalla formula:

· 6N ± 1  (Con N = 1 … ()
Questa relazione definisce tutti gli interi dispari non multipli di 3: per rendercene conto, consideriamo la tabella seguente, dove N viene fatto variare e corrispondentemente viene riportato il valore dei termini  6N ± 1:

N
6N-1
6N+1

1
5
7

2
11
13

3
17
19

4
23
25

5
29
31

6
35
37

7
41
43

8
47
49

9
53
55

10
59
61

11
65
67

…
…
…

Nella tabella riportata, immaginando di estenderla all’infinito, sono presenti tutti i numeri primi (esclusi il 2 ed il 3); ciò non vuol dire che tutti i numeri della tabella siano primi (infatti quelli riportati in rosso non sono primi), ma implica che tutti i primi P superiori a 3 possono essere espressi nella forma:

P = 6N ± 1

essendo essi numeri dispari non multipli di 3. In altri termini, condizione necessaria affinché un numero sia primo è che esso sia esprimibile nella forma suddetta (P = 6N ± 1), a meno che esso non sia pari a 2 o 3.

Consideriamo ora una qualsiasi soluzione del quadrato magico, in cui non sia presente il 3: dovendo essere tutti i 9 elementi del quadrato del tipo 6N ± 1, possiamo porre:

A = 6NA ± 1

B = 6NB ± 1

C = 6NC ± 1

X = 6NX ± 1

Dalla condizione base a) e dalla 7) ricaviamo allora:

A + B +  C = 3X
sostituendo:

(6NA ± 1) + (6NB ± 1) + (6NC ± 1) = 3 (6NX ± 1)

da cui:

6 (NA + NB + NC – 3NX) ± 1 ± 1 ± 1 = ± 3

Non sappiamo a priori quale sia valore del ‘±’ di A, B, C ed X: consideriamo allora tutte le 16 possibili ipotesi:

“+ + + +” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = 0

“+ + + –” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = –6

“+ + – +” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = 2

“+ + – –” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = –4

“+ – + +” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = 2

“+ – + –” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = –4

“+ – – +” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = 4

“+ – – –” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = –2

“– + + +” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = 2

“– + + –” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = –4

“– + – +” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = 4

“– + – –” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = –2

“– – + +” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = 4

“– – + –” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = –2

“– – – +” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = 6

“– – – –” ( 6 (NA + NB + NC – 3NX) = 0

Il primo membro di tutte le 16 relazioni è un intero multiplo di 6: dovendo essere tale anche il secondo membro, si vede che sono valide soltanto le prime due e le ultime due relazioni. Ciò vuol dire che:

A, B e C sono tutti del tipo (6N + 1), o tutti del tipo (6N – 1)

Ripetendo il ragionamento partendo dalle condizione base c), d) ed f), si ricava che:

A, B, C, D, E, F, G, H sono tutti del tipo (6N + 1), o tutti del tipo (6N – 1)

Consideriamo adesso la 4):

F = 2X – C
Si può scrivere allora:

(6NC ± 1) + (6NF ± 1) = 2 (6NX ± 1)

da cui:

6 (NC + NF – 2NX) ± 1 ± 1 = ± 2

Anche adesso non sappiamo a priori quale sia valore del ‘±’ di C, F ed X: sappiamo però che C ed F hanno lo stesso valore del ‘±’, per quanto visto prima. Quindi le possibilità sono ridotte a 4:

“+ + +” ( 6 (NC + NF – 2NX) = 0

“+ + –” ( 6 (NC + NF – 2NX) = –4

“– – +” ( 6 (NC + NF – 2NX) = 4

“– – –” ( 6 (NC + NF – 2NX) = 0

Anche ora il primo membro è un multiplo intero di 6, e dovendo essere tale anche il secondo, se ne conclude che le uniche possibilità valide sono la prima e l’ultima. Ma allora X deve avere lo stesso valore del ‘±’ di C ed F, e di conseguenza di tutti gli altri termini del quadrato, per cui:

I 9 elementi del quadrato magico sono tutti del tipo (6N + 1), o tutti del tipo (6N – 1)

5.2.4 E niente ‘3’…

Proviamo adesso che neanche il numero 3 (comunque primo a tutti gli effetti) può essere presente in un quadrato magico. 

Se il 3 fosse presente, esso potrebbe trovarsi in una qualsiasi casella, mentre in tutte le altre i numeri sarebbero necessariamente del tipo 6N ± 1. Per le questioni di simmetria viste sopra, basta considerare i casi in cui il 3 si trova in X, B o C. Come sarà evidente dal paragrafo successivo (5.3), il valore di X non può esser minore di 17, per cui la presenza del 3 nella casella centrale è esclusa.

Supponiamo allora che sia B=3. Applicando i ragionamenti del precedente paragrafo alle condizioni base b), c), d) ed f) (relativi a terne di numeri che non contengono B), si ricava che gli altri 8 termini del quadrato hanno tutti lo stesso valore del ‘±’.

Dalla condizione base e) e dalla 7) ricaviamo allora:

B + G = 2X
da cui:

3 + 6NG ± 1 = 2 (6NX ± 1)

quindi:

6 (2NX – NG) ± 2 = 3 ± 1

Non sappiamo a priori quale sia valore del ± di X e G: sappiamo però che deve essere uguale. Consideriamo allora le 2 possibili ipotesi:

“+ +” ( 6 (2NX – NG) = 2

“– –” ( 6 (2NX – NG) = 4

In nessuno dei due casi il secondo membro dell’equazione è multiplo di 6 come il primo: è quindi impossibile che sia vera l’ipotesi di partenza B=3. In modo analogo si prova che il 3 non può essere presente neanche in C, per cui esso non può far parte del quadrato magico.

5.3 Maggioranti e minoranti per X

La casella centrale, la X, non può valere meno di 17, settimo numero primo. Vediamo perché, ponendo X=13 (sesto numero primo): dalla 7) si ha K=39. Dalle condizioni base b), e), g) ed h) si ha:

b’) D + E = K – X = 26

e’) B + G = K – X = 26

g’) A + H = K – X = 26

h’) C + F = K – X = 26

Occorrerebbe allora trovare 8 valori per A, B, C, D, E, F, G ed H, tutti primi e diversi fra loro, e ciascuno di essi, sommato ad un altro in base a queste ultime relazioni, dovrebbe dar somma 26, per cui ognuno di essi dovrebbe essere minore di 26. Ma esistono solo 7 primi minori di 26 (escludendo 2 e 3)! Da X=17 in poi, esistono almeno 8 primi minori di K–X, e quindi c’è speranza di trovare i quadrati magici. Quindi X≥17.

Se si gioca un po’ con le relazioni 1)…6), si possono ricavare altre condizioni che limitano gli intervalli di variabilità per X, B e C: poiché ciascuno dei termini A, B, C, D, E, F, G ed H dev’essere non inferiore a 5, possiamo scrivere:

8) A = 3X – B – C ≥ 5

9) B ≥ 5

10) C ≥ 5

11) D = B + 2C – 2X ≥ 5

12) E = 4X – B – 2C ≥ 5

13) F = 2X – C ≥ 5

14) G = 2X – B ≥ 5

15) H = B + C – X ≥ 5

Dalle 13) e 14) si ricava che:

16) B ≤ 2X – 5

17) C ≤ 2X – 5

Analoghe relazioni sono ricavabili per A, D, E, F, G, H. Questo comporta che (per ciascun X) gli altri termini possono assumere valori fin quasi al doppio di X stesso. La lista di primi considerata contiene, come detto, 200000 elementi, ordinati da 2 fino a 2750159 (il 2000000 primo): ma se si permettesse ad X di arrivare in fondo all’elenco, l’elenco stesso non conterrebbe poi i valori per B e C necessari in base alle 16) e 17). Allora il limite superiore per X si ricava da:

2X – 3 ≤ 2750159

cioè X ≤ 1375081. Ma questo valore non è primo: considerando il primo immediatamente inferiore, si hanno infine i limiti di variabilità di X considerati nel programma:

18) 17 ≤ X ≤ 1375063

Naturalmente, estendendo la lista dei primi, il limite superiore può crescere di conseguenza.

5.4 Maggioranti e minoranti per B

Per quanto riguarda B, dalle 9) e 14), si vede che dev’essere:

19) 5 ≤ B ≤ 2X – 5

Se si mantenessero questi limiti, B assumerebbe inizialmente valori inferiori ad X, via via crescenti, per poi raggiungere e superare X fin quasi doppiandolo. Ma per ogni coppia (X, B), si ricava subito il valore di G dalla 14): dovendo aversi B+G=2X, fin quando B resta inferiore ad X, G risulta superiore ad X stesso. E con B>X, G viene ad assumere valori inferiori ad X. In pratica, B e G si scambiano i ruoli nelle due fasi, assumendo nella seconda fase gli stessi valori già esaminati, ma invertiti come posizione: sono le soluzioni simmetriche citate sopra, che possono quindi essere scartate. Si può allora limitare il campo di variazione di B alla sola prima fase; quindi:

20) 5 ≤ B < X
5.5 Maggioranti e minoranti per C

Una volta fissati X e B, le altre 6 relazioni di cui sopra si traducono in altrettante limitazioni per i possibili valori di C:

8’) C ≤ 3X – B – 5

10’) C ≥ 5

11’) C ≥ (2X – B + 5) / 2

12’) C ≤ (4X – B – 5) / 2

13’) C ≤ 2X – 5

15’) C ≥ X – B + 5

Le relazioni 10’), 11’) e 15’) definiscono il limite inferiore per C: è chiaro che più elevato è tale valore, meglio è, nel senso che occorrerà scandire una minor quantità di potenziali valori di C nella ricerca dei quadrati magici. Cioè:

C ≥ MAX [5, (2X – B + 5) / 2, X – B + 5]

Il primo dei tre termini da confrontare (5) è di sicuro inferiore agli altri, essendo B<X dalla 20). Confrontando gli altri due, si vede che il primo di essi supera l’altro se B≥5: ma ciò, ancora dalla 20), è sempre vero! Per cui:

C ≥ (2X – B + 5) / 2

Le relazioni 8’), 12’) e 13’) definiscono il limite superiore per C: è chiaro che più piccolo è tale valore, meglio è, nel senso che occorrerà scandire una minor quantità di potenziali valori di C nella ricerca dei quadrati magici. Cioè:

C ≤ MIN [3X – B – 5, (4X – B – 5) / 2, 2X – 5]

Il primo dei tre termini da confrontare è maggiore del terzo se B<X, il che è di nuovo garantito dalla 20); confrontando gli ultimi due fra loro, si ricava che il secondo è inferiore al terzo se B≥5: ma ciò, sempre dalla 20), è sempre vero! Per cui:

C ≤ (4X – B – 5) / 2

Riassumendo:

21) (2X – B + 5) / 2 ≤ C ≤ (4X – B – 5) / 2

5.6 Altre considerazioni: limitatezza di B

Le relazioni 18), 20) e 21) fissano dei limiti di variabilità per X, B e C rispettivamente. Ma questi limiti possono essere ancora ristretti con ulteriori considerazioni.

Cominciamo con l’esaminare una generica soluzione I0=(A0, B0, C0, D0, X0, E0, F0, G0, H0): consideriamo i soli 4 termini B0, D0, E0 e G0. Essendo tutti diversi fra loro, uno di essi sarà necessariamente il minore fra i 4. Come visto in precedenza, della soluzione I0 esistono 8 versioni ottenibili per rotazione e riflessione:


B0



D0



G0



E0


D0

E0

G0

B0

E0

D0

B0

G0


G0



E0



B0



D0



B0



D0



G0



E0


E0

D0

B0

G0

D0

E0

G0

B0


G0



E0



B0



D0


Tab. 9: Riflessioni e rotazioni

Per come è strutturato il programma di ricerca, esso considera solo la prima soluzione trovata, scartando poi le altre: ma la ricerca viene eseguita partendo dal valore di B più piccolo possibile, e facendolo via via crescere. Allora delle 8 soluzioni le prime ad essere trovate saranno la prima e la quinta, poi man mano le altre. Se ad esempio B0<D0<E0<G0,

allora il programma troverà appunto la prima e la quinta soluzione (con B=B0), poi la seconda e la sesta (con B=D0), quindi la quarta e la ottava (con B=E0), infine la terza e la settima (con B=G0). In base al processo di eliminazione delle riflessioni e rotazioni, si può allora affermare che:

22) B < D
23) B < E
24) B < G
5.7 Altre considerazioni: vincoli posizionali

Partiamo ora dalle condizioni base b), e), g), h) e dalla 7); risulta:

b”) D + E = 2X
e”) B + G = 2X
g”) A + H = 2X
h”) C + F = 2X
Tutto ciò vuol dire che gli 8 termini periferici del quadrato, presi a coppie opposte rispetto alla casella centrale, danno somma costante; in ogni coppia, uno dei due elementi deve necessariamente essere maggiore di X e l’altro minore (della stessa quantità), dovendo essere diversi fra loro in base ad uno dei requisiti richiesti per il quadrato magico: quest’ultimo risulta allora formato dall’elemento centrale di valore X, da 4 elementi maggiori di X e da 4 elementi minori di X.

Osservando le 4 relazioni appena riportate, si può dire che per il numero pari 2X deve valere una specie di supercongettura di Goldbach, dovendo essere somma di due primi in 4 modi diversi!

Comunque, come sono disposti gli 8 termini minori e maggiori di X nella tabella? In base alla 24) si possono piazzare i primi due elementi, B e G:


B<X



X



G>X








     Tab. 10

Passiamo a C; come si vedrà, C>X, ma per provarlo ragioniamo per assurdo, ponendo C<X, e di conseguenza F>X:


B<X
C<X


X


F>X
G>X








     Tab. 11

Si ha allora che:

B < X, C < X ( (B + C) < 2X ( – (B + C) > – 2X
Dalla condizione base a) e dalla 7) risulta poi:

A + B + C = 3X ( A = 3X – (B + C) > 3X – 2X = X ( A > X
Di conseguenza, H < X, per cui la tabella diviene:

A>X
B<X
C<X


X


F>X
G>X
H<X







     Tab. 12

Ragionando per D in modo analogo a come fatto per A, si ricava D<X e di conseguenza E>X:

A>X
B<X
C<X

D<X
X
E>X

F>X
G>X
H<X







     Tab. 13

Ora, la configurazione di Tab. 13 è impossibile: vediamo perché. Dalle condizioni base a) e d) risulta:

A + B + C = A + D + F
da cui si ricava:

F – C = B – D
Essendo, dalla Tab. 13, F>X>C, il primo membro di quest’ultima equazione è positivo; tale dovrebbe essere allora anche il secondo. Ma dalla 22) sappiamo che ciò non è vero, il che prova che l’assunto iniziale C<X è falso.

Ripartiamo allora dalla Tab. 10, ponendo però correttamente C>X e di conseguenza F<X:


B<X
C>X


X


F<X
G>X








     Tab. 14

Com’è adesso il valore di A? Ancora scegliamo per assurdo A<X e verifichiamo l’inconsistenza di questa posizione, da cui segue H>X:

A<X
B<X
C>X


X


F<X
G>X
H>X







     Tab. 15

Con ragionamenti analoghi a quelli fatti in precedenza su A, si vede che dev’essere D>X e quindi E<X:

A<X
B<X
C>X

D>X
X
E<X

F<X
G>X
H>X







     Tab. 16

In modo simile a quanto visto per la Tab. 13, anche la Tab. 16 riflette una situazione inconsistente. Ciò si ricava partendo dalle condizioni base a) ed f):

A + B + C = C + E + H
da cui si ricava:

H – A = B – E
Di nuovo i due membri dell’equazione sono l’uno positivo (poiché H>X>A dalla Tab. 16) e l’altro negativo in base alla 23), per cui A>X e quindi H<X, ripartendo dalla Tab. 14:

A>X
B<X
C>X


X


F<X
G>X
H<X







     Tab. 17

Da quest’ultima tabella non è possibile dedurre direttamente quali siano i valori di D ed E in relazione ad X: essa è simmetrica rispetto ad una riflessione orizzontale che scambia A con C, D con E ed F con H, nel senso che tutti i segni ‘<’ e ‘>’ restano inalterati tranne quelli di D ed E. In pratica siamo in presenza di due soluzioni simmetriche del tipo:

A0
B0
C0

C0
B0
A0

D0
X0
E0

E0
X0
D0

F0
G0
H0

H0
G0
F0

Tab. 18: Soluzioni ottenute per riflessione orizzontale

Quando nel paragrafo precedente si era trattato l’aspetto delle riflessioni relativamente a B, si era concluso che il meccanismo di selezione del programma fa sì che vengano scartate le soluzioni che non hanno B minore di D, E e G. Ciò portava all’eliminazione di 6 delle 8 soluzioni di Tab. 9. Circa le altre due, entrambe col B minore, mi ero tenuto volutamente sul vago… In effetti quelle due soluzioni sono quelle che riappaiono adesso in Tab. 18: per abolirne una, si può ragionare come fatto in precedenza per le altre 6, stavolta invocando il meccanismo di scelta di C anziché di B.

Fissati infatti nel programma X e B, anche C viene fatto crescere progressivamente, partendo dai valori più piccoli verso i più elevati. Allora le due soluzioni di Tab. 18 verranno trovate entrambe, prima quella col C inferiore e poi l’altra. Visto che ancora una volta il programma seleziona la prima soluzione trovata e scarta la seconda, dove A e C si invertono il ruolo, si può concludere che:

25) C < A
Dalle condizioni base g) ed h) si ricava poi che:

A + X + H = C + X + F
da cui:

A – C = F – H
Essendo il primo membro di tale relazione positivo (dalla 25)), lo è anche il secondo; per cui:

26) F > H
Torniamo alla Tab. 17 e vediamo come completarla. Dalle condizioni base d) ed f) si ha:

A + D + F = C + E + H
da cui:

E – D = (F – H) + (A – C)

In base alle 25) e 26), entrambe i termini tra parentesi al secondo membro sono positivi, per cui il primo membro non può che essere positivo anch’esso; per cui:

27) E > D
e la tabella finale risulta essere:

A>X
B<X
C>X

D<X
X
E>X

F<X
G>X
H<X







     Tab. 18

5.8 Altre considerazioni: ordine di sequenza

Dalle relazioni contenute in Tab.18 e dalle altre considerazioni fatte è facile dedurre che:

A > C > X > F > H
G > E > X > D > B
Ma come sono A e C in relazione con G ed E? E’ possibile mettere in sequenza tutti i 9 termini?

Partiamo dalle condizioni base a) ed e); si può scrivere:

A + B + C = B + X + G
da cui si ricava:

G – A = C – X
Essendo C>X, se ne ricava:

G > A
per cui G assume sempre il più elevato valore nel quadrato magico.

Dalle condizioni base b) e d) si ha poi:

D + X + E = A + D + F
e ne segue:

A – E = X – F
essendo X>F, ne segue:

A > E
In sintesi, per i 4 termini maggiori di X risulta:

G > A > (C, E) > X
Fra C ed E non è possibile decidere: in pratica, esistono sia soluzioni con C>E che con E>C.

Passiamo ai termini inferiori ad X: dalle condizioni base b) ed f):

D + X + E = C + E + H
da cui:

D – H = C – X
Essendo C>X:

D > H
Ancora, dalle condizioni base c) ed e):

F + G + H = B + X + G
da cui:

H – B = X – F
Essendo X>F:

H > B
Il che prova che B è il più piccolo elemento del quadrato magico. In sintesi, per i 4 termini minori di X risulta:

X > (D, F) > H > B
Fra D ed F non è possibile decidere: in pratica, esistono sia soluzioni con D>F che con F>D.

Ma le due incertezze fra C ed E e fra D ed F sono collegate fra loro: consideriamo ancora una volta le condizioni base, stavolta la b) e la h); da esse si ha:

D + X + E = C + X + F
da cui:

C – E = D – F
I due membri di questa equazione devono allora essere entrambi positivi o negativi, per cui dev’essere contemporaneamente C>E e D>F oppure C<E e D<F: di conseguenza, i soli possibili ordinamenti sono:

28) G > A > C > E > X > D > F > H > B
29) G > A > E > C > X > F > D > H > B
5.9 Altre considerazioni: conseguenze

Le considerazioni degli ultimi 3 paragrafi hanno qualche impatto sui limiti da imporre a C, esposti nella relazione 21): se si considerano i risultati delle disequazioni 22)…27) e si combinano con le equazioni 1)…6), è possibile ricavare una serie di nuove disequazioni. Esse producono risultati perlopiù ovvi o ripetuti (nel senso che ribadiscono gli stessi concetti), ma 3 di essi sono significativi. Essi sono:

C > X (dalla Tab. 18)

C < 2X – B (dalla 3) e dalla 23))

C < (3X – B) / 2 (dalla 1) e dalla 25))

Riconsiderando allora la 21), vediamo che i limiti superiore ed inferiore cui C è soggetto possono essere ristretti in base alle ultime 3 relazioni appena riportate. Per il minorante di C si ha allora (comparando il minorante espresso dalla 21) e la prima delle tre disequazioni appena riportate):

C ≥ MAX [X, (2X – B + 5) / 2]

Il primo di tali due termini supera il secondo se B≥5, il che è sempre vero, per cui:

C > X
Per il maggiorante di X si ha poi, comparando le ultime due disequazioni e la 21):

C ≤ MIN [2X – B, (3X – B) / 2, (4X – B – 5) / 2]

Ora, il secondo dei tre termini è inferiore al primo se B<X, ed ancora il secondo è minore del primo se X>5; essendo tali condizioni entrambe sempre vere, si può concludere che la 21) va aggiornata come segue:

30) X < C < (3X – B) / 2

5.10 Riassumendo…

Allora, cosa consegue da tutte queste considerazioni? Ne viene fuori che i vincoli per X, B e C sono espressi dalle 3 relazioni qui riepilogate:

31) 17 ≤ X ≤ 1375063

32) 3 ≤ B < X
33) X < C < (3X – B) / 2

E questi sono i vincoli operativi imposti al programma. Si noti che, posti questi vincoli, il programma automaticamente e naturalmente esclude le riflessioni e le rotazioni: nella trattazione svolta precedentemente, si considerava un programma grezzo, che esaminasse tutte le possibili soluzioni; ciò per puro uso dialettico e speculativo che permettesse di arrivare a queste ultime tre relazioni che, se applicate, sono costrette ad escludere riflessioni e rotazioni, appunto. 

Le considerazioni di cui sopra garantiscono (quasi) che tutti i valori via via trovati per i 9 termini del quadrato magico siano differenti fra loro; ciò è quasi garantito dalle disequazioni 28) e 29). Il quasi discende dalla incertezza esistente fra la 28) e la 29): quale delle due si applica caso per caso? Fissati allora X, B e C, ritroviamo le condizioni affinché tutti i termini siano differenti fra loro:

· A # H, A # G, A # F, A # E, A # D, A # C, A # B
· B # H, B # G, B # F, B # E, B # D, B # C
· C # H, C # G, C # F, C # E, C # D
· D # H, D # G, D # F, D # E
· E # H, E # G, E # F
· F # H, F # G
· G # H
Sostituendo in queste 28 disequazioni i valori di A, D, E, F, G ed H ottenibili dalle a), d), e), f), g) ed h), si ottengono altrettante relazioni nelle sole variabili B, C ed X. Le uniche non già garantite dalle 28) e 29) sono:

· C # E
· D # F
Per soddisfare queste esigenze, in base alle 2), 3) e 4), basta porre:

· C # 4X – B – 2C
· B + 2C – 2X # 2X – C

Entrambe queste relazioni portano a:

34) B + 3C # 4X
Ed è questa l’ultima restrizione operativa posta nel programma.

6 Risultati e considerazioni…

Prima di passare ai risultati ottenuti, si riassume qui sinteticamente quanto dedotto in base ai ragionamenti esposti nel precedente capitolo.

· Per ogni quadrato magico di numeri primi ne esistono altre 7 versioni ottenibili per riflessione o rotazione; è come se si guardasse lo stesso quadrato da altri punti di vista, girandogli intorno o rispecchiandolo: le 8 soluzioni vanno viste come unica;

· I numeri primi 2 e 3, oltre all’1 che non è un numero primo, non appaiono mai nelle soluzioni del quadrato magico;

· Dato lo schema di Tab. 4, i 9 valori costituenti una qualsiasi soluzione possono essere ordinati in uno dei seguenti due modi:

· G > A > C > E > X > D > F > H > B
· G > A > E > C > X > F > D > H > B
· Tutti i 9 numeri primi facenti parte di una soluzione sono del tipo 6N+1 (con N intero opportuno) oppure tutti del tipo 6N–1.

La versione finale del programma, il cui uso è descritto nel Cap. 7, sfrutta tutti i risultati analitici del Cap. 5; si può qui anticipare che esso crea un database di soluzioni memorizzate in un file (Quadrati.pms), dal quale è possibile estrarre i risultati particolari descritti nei seguenti paragrafi.

Per le soluzioni descritte in questo capitolo, il programma è stato fatto girare per 27.996” (pari a 7h46’36”), ed ha generato 60.150.068 soluzioni distinte per il quadrato magico; il massimo valore di X esaminato è stato pari a 287.117, 25.000° numero primo. Per ricavare questi risultati, sono state esaminati più di 125 miliardi di potenziali quadrati magici, nel senso che ciascuno di essi era un quadrato magico, ma non era accertato che fosse di numeri primi. In pratica, il programma ha sfornato più di 2.000 soluzioni distinte al secondo. Se qualcuno riuscisse a far di meglio, me lo facesse sapere (scrivere a brda@virgilio.it).

Il limite d’azione del programma è dato dalla capacità di memorizzazione delle soluzioni nella memoria permanente del computer; i suddetti 60 milioni e passa di soluzioni riempiono un file di circa 183Mb; non c’è difficoltà a memorizzare più soluzioni, avendo sufficiente memoria nell’hard-disk.

La metodologia di memorizzazione delle soluzioni nel file Quadrati.pms è discretamente efficiente, ed è anch’essa descritta nel Cap. 7; zippando il file, esso viene compresso di non più del 25% all’incirca, a testimonianza della bontà dei criteri utilizzati per la sua generazione.

6.1 Categorie di soluzioni
Una volta scoperta la soluzione di cui a Tab. 5; che è quella minimale almeno dal punto di vista del valore di X, e la sessantina di milioni successiva, ho pensato non tanto a generare ulteriori soluzioni, ma a suddividerle in Categorie, ed ad analizzarne il comportamento in base a delle Categorie di soluzioni.

Come ideare delle Categorie per le soluzioni? Beh, tutti i 9 valori delle soluzioni sono necessariamente dispari, per cui essi sono numeri la cui ultima cifra è 1, 3, 5, 7 o 9: le ultime cifre formano quasi sempre schemi simmetrici, oppure sono tutte uguali, come nel caso:

2531
251
2381

1571
1721
1871

1061
3191
911







    Tab. 19

Ho quindi pensato di suddividere le soluzioni in base agli schemi formati dalle ultime cifre, e di contarle (o meglio, di farle contare al programma). Quanti sono gli schemi possibili? Vi sono 5 modi di piazzare una cifra dispari nella casella A, altrettanti nella B e così via. Quindi esistono 59=1953125 modi diversi di sistemare le 5 possibili ultime cifre dispari nelle 9 caselle. Ma, per formare un quadrato magico, le somme delle ultime cifre di ogni riga, colonna o diagonale devono essere uguali fra loro (modulo 10), ed uguali all’ultima cifra della costante magica K. Se si impone questa restrizione, le possibilità crollano a 124. Inoltre, la cifra 5 è un po’ speciale: il numero 5 è primo, e quindi ha tutto il diritto di apparire in una soluzione del quadrato magico. Ma tutti gli altri interi positivi che terminano con 5 non sono primi! Per cui, se guardiamo le sole ultime cifre delle soluzioni, di 5 non ve ne sono, oppure ne appare al più uno solo, coincidente col valore 5 stesso. Se si scartano dalle 124 soluzioni di cui sopra tutte quelle che contengono più di un 5, ne sopravvivono solo 36. Di queste, 4 sono quelle con tutti 1, o tutti 3, o tutti 5, o tutti 9: le rimanenti 32 possono essere suddivise in 8 gruppetti di 4, ed in ciascun gruppetto le 4 possibilità si ricavano l’un dall’altra per rotazione. In sintesi, le Categorie di cui sopra si riducono a 4+8=12. Un bel numero per fare una classificazione. Elenco qui di seguito le Categorie:

...1
...1
...1

...3
...3
...3

...7
...7
...7

...9
...9
...9

...1
...1
...1

...3
...3
...3

...7
...7
...7

...9
...9
...9

...1
...1
...1

...3
...3
...3

...7
...7
...7

...9
...9
...9

Tab. 20: Categorie N° 0, 1, 2, 3, con ultime cifre uguali

...1
...3
...7

...1
...3
...9

...1
...7
...9

...3
...7
...9

...3
...7
...1

...9
...1
...3

...7
...9
...1

...9
...3
...7

...7
...1
...3

...3
...9
...1

...9
...1
...7

...7
...9
...3

Tab. 21: Categorie N° 4, 5, 6, 7 simmetriche, rispettivamente senza 9, 7, 3 ed 1

...9
5
...9

...7
5
...7

...3
5
...3

...1
5
...1

...1
...1
...1

...3
...3
...3

...7
...7
...7

...9
...9
...9

...3
...7
...3

...9
...1
...9

...1
...9
...1

...7
...3
...7

Tab. 22: Categorie N° 8, 9, 10, 11 col 5, rispettivamente con 1, 3, 7 e 9 centrale

Per completezza, presento qui la soluzione minima (cioè con X più piccolo possibile) per ciascuna Categoria:

491
41
311

883
13
673

577
7
337

569
59
449

101
281
461

313
523
733

67
307
547

239
359
479

251
521
71

373
1033
163

277
607
37

269
659
149

Tab. 23: soluzioni minime per le Categorie N° 0, 1, 2, 3

211
13
157

101
53
59

71
47
149

43
67
109

73
127
181

29
71
113

167
89
11

139
73
7

97
241
43

83
89
41

29
131
107

37
79
103

Tab. 24: soluzioni minime per le Categorie N° 4, 5, 6, 7

569
5
359

1097
5
677

983
5
683

101
5
71

101
311
521

173
593
1013

257
557
857

29
59
89

263
617
53

509
1181
89

431
1109
131

47
113
17

Tab. 25: soluzioni minime per le Categorie N° 8, 9, 10, 11

L’ultima soluzione della Tab. 25 è quella minimale in assoluto, già riportata sopra nella Tab. 5.

6.2 Evoluzione delle categorie di soluzioni
Ma qual è il consuntivo? Elaborando i suddetti 60 milioni e passa di soluzioni (60.150.000 per la precisione) risulta che esse si distribuiscono così:

· Categoria 0: 2934876;

· Categoria 1; 3013454;

· Categoria 2: 3031561;

· Categoria 3: 2932086;

· Categoria 4: 12161292;
· Categoria 5; 11961696;

· Categoria 6: 12002149;

· Categoria 7: 12105653;

· Categoria 8: 1783;

· Categoria 9; 1688;

· Categoria 10; 1943;

· Categoria 11; 1819.

Cosa se ne deduce? Un bel po’ di considerazioni (per chi se ne interessasse):

6.2.1 Categorie 4, 5, 6 e 7
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Le Categorie 4, 5, 6 e 7 sono grossomodo equivalenti nel loro significato; la differenza nei loro valori è una mera fluttuazione statistica (è vero?). A lungo andare si può pensare che le soluzioni di questo tipo siano simili in numero, e l’una supera l’altra in quantità in modo aleatorio al crescere di X. Se si rappresenta con un grafico l’incremento di tali Categorie al crescere del numero di soluzioni trovate, si vede che esse si scavalcano fra loro ripetutamente, ora prevale l’una, ora l’altra. Che dopo 60.150.000 soluzioni trovate sia in testa la Categoria 4 è puramente occasionale; continuando ad esplorare ulteriori soluzioni presumibilmente prenderebbero il sopravvento, a turno, le altre Categorie 5, 6 e 7 (vedi Figura 1).

Figura 1

6.2.2 Categorie 0, 1, 2 e 3
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Le Categorie 0, 1, 2 e 3, nel loro complesso, equivalgono ad una qualsiasi delle Categorie 4, 5, 6 e 7. Esse, se sommate, vanno a costituire una superCategoria equivalente alle Categorie 4, 5, 6 e 7, con le quali sono mostrate in Figura 2.

Figura 2

Ma è poi vero ciò? Forse solo apparentemente. In realtà, in primo luogo, tale soluzione complessiva si mantiene sistematicamente un po’ al di sotto, come frequenza, delle altre 4, senza mai scavalcarle né facendosi scavalcare. In secondo luogo, la curva ad essa relativa (Somma in figura) appare molto più regolare e rettilinea delle altre, che hanno gobbe e fluttuazioni che ad essa mancano. A verificare ciò, si può calcolare il coefficiente di correlazione fra i valori delle varie curve ed una retta: ciò produce dei numeri che indicano quanto le nostre serie di valori assomigliano a delle rette: i valori che vengono fuori sono:

· Categoria 4 (T173): 0,999979529

· Categoria 5 (T319): 0,999986650

· Categoria 6 (T197): 0,999985569

· Categoria 7 (T739): 0,999990038

· Categorie 0, 1, 2, 3 (Somma): 0,999999501

Questo non ci dice molto, sembra che non ci sia molta differenza fra la Categoria 5, che ad esempio assomiglia ad una retta al 99,9986650% e la nostra Categoria somma, che le assomiglia al 99,9999501%. Ma c’è un vizietto di forma in questo calcolo, dovuto al fatto che tutte le serie considerate devono crescere in qualche modo al crescere dell’ascissa dei grafici, e ciò nasconde o quantomeno attenua l’effetto della reale maggiore somiglianza alla retta dell’ultima serie. Per evitare questo effetto mascherante, si può provare a vedere, invece, quanto ciascuna delle curve differisca da una retta, invece di assomigliarle. Calcolando cioè il complemento ad 1 dei precedenti valori:

· Categoria 4 (T173): 0,0000204712

· Categoria 5 (T319): 0,0000133501

· Categoria 6 (T197): 0,0000144306

· Categoria 7 (T739): 0,000009,96153

· Categorie 0, 1, 2, 3 (Somma): 0,000000498529

Ma ancora questo appare poco intuitivo e fuorviante: proviamo allora a rapportare i vari valori fra loro, proporzionandoli al più piccolo di esso, cioè il nostro Somma:

· Categoria 4 (T173): 41,06311622

· Categoria 5 (T319): 26,77894952

· Categoria 6 (T197): 28,94640531

· Categoria 7 (T739): 19,98185464

· Categorie 0, 1, 2, 3 (Somma): 1

Ed ecco che finalmente abbiamo qualcosa di significativo: la curva che descrive l’andamento delle Categorie 0, 1, 2 e 3 sommate differisce da una retta circa 41 volte meno della curva che descrive la Categoria 4, circa 27 volte meno della Categoria 5, 29 e 20 volte meno rispetto alle Categorie 6 e 7 rispettivamente.

Perché sommando queste quattro categorie se ne ottiene una quasi equivalente alle quattro esaminate sopra? Probabilmente si tratta solo di un fenomeno statistico. Ogni soluzione è univocamente determinata una volta che si siano fissati X, B e C, e quindi anche l’appartenenza ad una delle categorie è determinata dalla scelta di questi 3 valori: trascuriamo per ora le soluzioni ‘col 5’, che sono talmente rare da non influenzare la presente discussione. Se allora le ultime cifre di X, B e C assumono i valori 1, 3, 7 e 9 in modo casuale, vi sono 4x4x4=64 modi diversi in cui le ultime cifre dei tre numeri possono presentarsi; di questi 64 modi, 44 sono impossibili, nel senso che non producono quadrati magici di numeri primi validi (ad esempio, cifre finali 1, 1 e 3). Le rimanenti 20 possibilità sono qui riassunte:

X..B..C
X..B..C
X..B..C
X..B..C

1..1..1
3..3..3
7..7..7
9..9..9

7..1..3
7..1..7
7..3..1
7..3..7

1..3..1
1..3..9
1..9..1
1..9..3

9..1..7
9..1..9
9..7..1
9..7..9

3..7..3
3..7..9
3..9..3
3..9..7

Tab. 26: terne possibili per le ultime cifre di X, B, C

La prima riga contiene i casi individuali relativi alle categorie 0, 1, 2 e 3, la seconda riga i quattro casi possibili per la categoria 4, e le altre per le categorie 5, 6 e 7. Allora, se la selezione di uno dei 20 possibili casi avviene in maniera aleatoria, si vede che le prime 4 categorie hanno una probabilità individuale di presentarsi che è ¼ di quella relativa alle altre, il che spiega perché la loro somma delle prime 4 sia equiprobabile rispetto alle altre prese singolarmente.

E perché la somma delle prime 4 categorie differisce da una retta molto meno delle altre? Nei grafici sopra presentati, in ascissa era utilizzato il numero complessivo di soluzioni, ed in ordinata i numeri relativi ad i vari tipi di soluzione presi individualmente. Se si sommassero tutti i tipi di soluzione, il grafico diventerebbe una retta perfetta, in quanto ascissa ed ordinata coinciderebbero in valore e significato. Allora il processo di somma di soluzioni tende a linearizzare i relativi grafici ottenuti, spiegando il fenomeno sopra riportato.

Esaminiamo allora le Categorie 0, 1, 2 e 3 in dettaglio, comparandole fra loro (Figura 3). 

Figura 3

Il grafico del loro andamento al crescere delle soluzioni trovate riacquista allora l’irregolarità propria delle altre soluzioni. Esso mostra poi che le soluzioni con tutti 1 e tutti 9 finali (Categorie 0 e 3, rispettivamente T111 e T333) sembrano essere appena più rare delle altre 2, ma in modo sistematico. Sono queste semplici fluttuazioni statistiche legate alla natura quasi aleatoria dei numeri primi, o nascondono regole più profonde?

6.2.3 Categorie 8, 9, 10 e 11

Restano le Categorie 8, 9, 10 ed 11; sono le categorie che contengono il 5. Per quanto visto in precedenza, esso è l’unico possibile numero che ha se stesso come ultima cifra, ed è anche il più piccolo valore che può apparire in un quadrato magico di numeri primi. Per le considerazioni fatte sull’ordinamento dei numeri nel quadrato, il 5, quando c’è, deve necessariamente trovarsi nella casella B, che ospita il primo più piccolo.

Incidentalmente, anche il 7, se presente, si trova sempre in B; esso è infatti di tipo 6N+1, e non può quindi convivere con l’unico primo ad esso inferiore, il 5, che è di tipo 6N–1. Allora, nei quadrati magici contenenti il 7, esso è necessariamente il valore minore di tutti, e quindi è situato in B.

Il numero 5 deve allora, da solo, reggere il peso di tutti i casi in cui tale cifra appare come ultima nei termini del quadrato magico; non c’è da stupirsi se tali soluzioni sono estremamente rare, paragonate alle altre (Figura 4).

Figura 4

Quello che si osserva è la discreta prevalenza delle soluzioni con centro 7 (T5C7) e l’equivalenza delle soluzioni con centro 1 e 9. Decisamente staccate le soluzioni con centro 3. Ancora, è difficile dire se vi siano ragioni profonde per questo o se si tratta di fluttuazioni statistiche.

6.3 Quadrati magici gemelli
Torniamo a quanto visto nel paragrafo 5.2.3; tutti i 9 elementi di un quadrato magico di primi sono di tipo 6N–1 oppure tutti di tipo 6N+1. Una coppia di primi del tipo 6N ± 1 (ad esempio, 101 e 103, o 2749919 e 2749921) viene definita coppia di primi gemelli dagli esperti, che ne vanno a caccia in cerca di coppie record via via più elevate in valore.

E’ possibile costruire una coppia di quadrati magici di numeri primi, fatta in modo che tutti gli elementi corrispondenti siano primi gemelli? La risposta è sì: la più piccola coppia di questo tipo è la seguente:

239
17
191

241
19
193

101
149
197

103
151
199

107
281
59

109
283
61

Tab. 27: la più piccola coppia di quadrati magici gemelli di numeri primi
Di coppie di quadrati magici gemelli ne esistono forse infinite; esse però vanno rarefacendosi al crescere di X, e sono estremamente rare in rapporto al numero assoluto di quadrati magici: il mio programma ne ha trovate solo 439 su più di 60 milioni di quadrati magici esaminati. C’è forse un limite oltre il quale non ne esistono più? Non lo so; comunque, la massima coppia di quadrati da me rilevata è la seguente:

526829
23669
309269

526831
23671
309271

69029
286589
504149

69031
286593
504151

263909
549509
46349

263911
549511
46351

Tab. 28: la più grande coppia nota di quadrati magici gemelli di numeri primi

Per dare un’idea della rarità di tali soluzioni al crescere di X, o meglio delle soluzioni trovate, il modo migliore è il rappresentarle in grafico (figura 5). La curva sembra piegarsi poco a poco verso un assetto orizzontale, ma occorrerebbe estendere la ricerca a qualche miliardo di soluzioni per verificare se ciò è vero, e per ora il PC non mi sembra in grado di affrontare il compito. Vedremo…

Data la rarità dei gemelli, la curva è costituita da puntini separati da spazi spesso molto vasti, in rapporto alla scala rappresentata sull’asse delle ascisse. Per quasi tutti i (rarissimi) valori di X che generano gemelli, la soluzione è unica; ogni tanto, però, la curva ha un sussulto, in corrispondenza di particolari valori di X che sembrano favorire la generazione di quadrati magici gemelli. Ad esempio, per X=21839 (minimo valore multigemellare) esistono 4 soluzioni (dalla 14a alla 17a della lista); i valori X=224069ed X=270269 hanno addirittura 6 soluzioni, e questo dovrebbe costituire il record mondiale corrente… Anche qui, non so dire se esista un limite massimo al numero di coppie di quadrati gemelli per un dato X.

Figura 5

6.4 Rappresentazioni in 3D
Un modo interessante di rappresentare le soluzioni è quello tridimensionale (figura 6):

Figura 6
In questo caso è mostrata la soluzione minimale di Tab. 5, tramite solidi di altezza proporzionale ai relativi numeri primi: l’assieme ricorda un moderno condominio formato da 9 palazzi affiancati. 

6.4.1 Altezze relative e altri records

Nelle rappresentazioni del tipo di figura 6, il palazzo B è sempre il più basso ed il G sempre il più alto, in base alle 28) e 29). Qual è la minima differenza possibile per  le altezze dei 9 palazzi? E quale la massima? Nei limiti dei 62 milioni di soluzioni da me trovate, sono emersi i seguenti risultati:

1. Il palazzo più basso è quello relativo alla prima soluzione, dove G=113;

2. Quello più alto è relativo alla soluzione N° 60138224 (G=574201); ovviamente, se si estendesse la ricerca, questo valore crescerebbe a dismisura;

3. Il quadrato a differenza minima fra le altezze dei palazzi è il N° 2 (mostrato qui di seguito in Tab. 29), dove G–B=84. Si può dimostrare che questo è il record assoluto, cioè che non può esistere nessun quadrato magico con G–B<84.

101
29
83

53
71
89

59
113
41

Tab. 29

Tale limite inferiore deriva dal seguente ragionamento: in primo luogo, tutti i numeri presenti in una soluzione sono del tipo 6N–1 oppure tutti di tipo 6N+1; da una prima analisi, si può dire che la minima distanza fra G e B si avrebbe se i valori di N associati ai 9 numeri fossero consecutivi, cioè:

· B = 6NB ± 1

· H = 6NH ± 1 = 6(NB + 1) ± 1

· F = 6NF ± 1 = 6(NB + 2) ± 1 (oppure D = 6ND ± 1 = 6(NB + 2) ± 1)

· D = 6ND ± 1 = 6(NB + 3) ± 1 (oppure F = 6NF ± 1 = 6(NB + 3) ± 1)

· X = 6NX ± 1 = 6(NB + 4) ± 1

· E = 6NE ± 1 = 6(NB + 5) ± 1 (oppure C = 6NC ± 1 = 6(NB + 5) ± 1)

· C = 6NC ± 1 = 6(NB + 6) ± 1 (oppure E = 6NE ± 1 = 6(NB + 6) ± 1)

· A = 6NA ± 1 = 6(NB + 7) ± 1

· G = 6NG ± 1 = 6(NB + 8) ± 1

Se tutti i valori riportati potessero formare una soluzione valida, si avrebbe:

G – B = (6NG ± 1) – (6NB ± 1) = 6(NB + 8) ± 1 – (6NB ± 1) = 48
Ma una soluzione di questo tipo non può esistere: i numeri del tipo ‘6N’ terminano ciclicamente con le cifre 6, 2, 8, 4, 0, e questa sequenza si ripete all’infinito al crescere di N. I numeri del tipo ‘6N–1’ e ‘6N+1’ terminano a loro volta ciclicamente con le cifre 5, 1, 7, 3, 9 (entrambe i tipi). Se ad esempio B terminasse con ‘1’, allora i 9 numeri del quadrato magico dovrebbero terminare con:

· B ( 1
· H ( 7
· F ( 3 (oppure D ( 3)

· D ( 9 (oppure F ( 9)

· X ( 5
· E ( 1 (oppure C ( 1)

· C ( 7 (oppure E ( 7)

· A ( 3
· G ( 9
Ma sappiamo che le ultime cifre dei 9 numeri devono rispettare schemi ben precisi, quelli delle Tab. 20, 21 e 22. Se lo schema è uno di quelli di Tab. 20 (ultime cifre tutte uguali), fra un qualsiasi numero ed il successivo N deve incrementarsi almeno di 5 (compiendo un ciclo fra i valori 5, 1, 7, 3, 9), per cui la distanza G–B è almeno pari a 6*5*8=240. Neanche gli schemi di Tab. 22 sono adeguati, poiché contengono il 5: una soluzione con G–B<84 che contenesse il 5 avrebbe necessariamente B=5 e quindi G<89, cosa evidentemente da scartare in base ad una semplice ispezione della lista dei quadrati magici, che non esistono con G<113.

Restano gli schemi di Tab. 21: se si tiene conto di riflessioni e rotazioni, nonché del fatto che può aversi F>D ed E>C o il contrario, vengono fuori 32 possibili sequenze per le ultime cifre dei 9 numeri del quadrato magico:


Senza 9
Senza 7
Senza 3
Senza 1

B
3
3
3
3
1
1
1
1
3
3
3
3
9
9
9
9
7
7
7
7
1
1
1
1
7
7
7
7
9
9
9
9

H
3
3
7
7
1
1
7
7
1
1
3
3
9
9
1
1
7
7
9
9
1
1
9
9
3
3
7
7
9
9
3
3

F/D
7
3
3
1
7
1
1
3
3
9
1
3
1
9
9
3
9
7
7
1
9
1
1
7
7
9
3
7
3
9
9
7

D/F
3
7
1
3
1
7
3
1
9
3
3
1
9
1
3
9
7
9
1
7
1
9
7
1
9
7
7
3
9
3
7
9

X
7
7
7
7
7
7
7
7
1
1
1
1
1
1
1
1
9
9
9
9
9
9
9
9
3
3
3
3
3
3
3
3

E/C
1
7
3
1
3
7
1
3
3
9
9
1
3
1
9
3
1
9
7
1
7
9
1
7
7
9
9
3
7
3
9
7

C/E
7
1
1
3
7
3
3
1
9
3
1
9
1
3
3
9
9
1
1
7
9
7
7
1
9
7
3
9
3
7
7
9

A
1
1
7
7
3
3
7
7
1
1
9
9
3
3
1
1
1
1
9
9
7
7
9
9
3
3
9
9
7
7
3
3

G
1
1
1
1
3
3
3
3
9
9
9
9
3
3
3
3
1
1
1
1
7
7
7
7
9
9
9
9
7
7
7
7

Tab. 30

Osserviamo la prima colonna: essendo l’ultima cifra di B un 3, affinché l’ultima cifra di H sia anch’essa un 3 dev’essere NH≥NB+5; ed ancora, essendo l’ultima cifra di F un 7, deve risultare NF≥NH+4 per rispettare la cadenza ciclica delle ultime cifre. Nella tabella che segue sono riportate le differenze minime NJ–NI per tutte le 32 possibilità, e le relative somme.


Senza 9
Senza 7
Senza 3
Senza 1

NH–NB
5
5
4
4
5
5
1
1
3
3
5
5
5
5
2
2
5
5
2
2
5
5
3
3
1
1
5
5
5
5
4
4

NF/D–NH
4
5
1
4
1
5
4
1
2
3
3
5
2
5
3
2
2
5
3
2
3
5
2
3
4
1
1
5
4
5
1
4

ND/F–NF/D
1
4
3
2
4
1
2
3
1
4
2
3
3
2
4
1
3
2
4
1
2
3
1
4
2
3
4
1
1
4
3
2

NX–ND/F
4
5
1
4
1
5
4
1
2
3
3
5
2
5
3
2
2
5
3
2
3
5
2
3
4
1
1
5
4
5
1
4

NE/C–NX
4
5
1
4
1
5
4
1
2
3
3
5
2
5
3
2
2
5
3
2
3
5
2
3
4
1
1
5
4
5
1
4

NC/E–NE/C
1
4
3
2
4
1
2
3
1
4
2
3
3
2
4
1
3
2
4
1
2
3
1
4
2
3
4
1
1
4
3
2

NA–NC/E
4
5
1
4
1
5
4
1
2
3
3
5
2
5
3
2
2
5
3
2
3
5
2
3
4
1
1
5
4
5
1
4

NG–NA
5
5
4
4
5
5
1
1
3
3
5
5
5
5
2
2
5
5
2
2
5
5
3
3
1
1
5
5
5
5
4
4

Totale
28
38
18
28
22
32
22
12
16
26
26
36
24
34
24
14
24
34
24
14
26
36
16
26
22
12
22
32
28
38
18
28

Tab. 31

La soluzione record di Tab. 29 corrisponde alle 16e colonne delle tabelle 30 e 31, infatti si ha in tal caso NB=5, e quindi quanto di seguito illustrato:

· B = 29 = 6*(5 + 0) – 1 ( ultima cifra = 9
· … … … 6*(5 + 1) – 1 ( ultima cifra = 5, scartata

· H = 41 = 6*(5 + 2) – 1 ( ultima cifra = 1
· … … … 6*(5 + 3) – 1 ( ultima cifra = 7, scartata

· D = 53 = 6*(5 + 4) – 1 ( ultima cifra = 3
· F = 59 = 6*(5 + 5) – 1 ( ultima cifra = 9
· … … … 6*(5 + 6) – 1 ( ultima cifra = 5, scartata

· X = 71 = 6*(5 + 7) – 1 ( ultima cifra = 1
· … … … 6*(5 + 8) – 1 ( ultima cifra = 7, scartata

· C = 83 = 6*(5 + 9) – 1 ( ultima cifra = 3
· E = 89 = 6*(5 + 10) – 1 ( ultima cifra = 9
· … … … 6*(5 + 11) – 1 ( ultima cifra = 5, scartata

· A = 101 = 6*(5 + 12) – 1 ( ultima cifra = 1
· … … … 6*(5 + 13) – 1 ( ultima cifra = 7, scartata

· G = 113 = 6*(5 + 14) – 1 ( ultima cifra = 3
Le cifre scartate corrispondono ai salti pari a 2 della tabella 31; si vede che tutti gli scarti sono simmetrici rispetto alla riga relativa alla X: infatti, dovendo essere i termini inferiori e superiori ad X associati a coppie secondo le relazioni b”)…e”), tali saranno anche gli scarti.

Nella tabella 31, alle colonne 8 e 26, sono però presenti due potenziali soluzioni con G–B=72, cioè con soli 12 salti da B a G. Ma soluzioni di questo tipo non possono esistere, vediamo perché: gli schemi di distribuzione dei numeri primi coinvolti dovrebbero rispettare i seguenti prospetti:

per le colonne 8:

· B = 6*(NB + 0) ± 1 ( ultima cifra = 1
· H = 6*(NB + 1) ± 1 ( ultima cifra = 7
· D = 6*(NB + 2) ± 1 ( ultima cifra = 3
· … 6*(NB + 3) ± 1 ( ultima cifra = 9, scartata

· … 6*(NB + 4) ± 1 ( ultima cifra = 5, scartata

· F = 6*(NB + 5) ± 1 ( ultima cifra = 1
· X = 6*(NB + 6) ± 1 ( ultima cifra = 7
· C = 6*(NB + 7) ± 1 ( ultima cifra = 3
· … 6*(NB + 8) ± 1 ( ultima cifra = 9, scartata

· … 6*(NB + 9) ± 1 ( ultima cifra = 5, scartata

· E = 6*(NB + 10) ± 1 ( ultima cifra = 1
· A = 6*(NB + 11) ± 1 ( ultima cifra = 7
· G = 6*(NB + 12) ± 1 ( ultima cifra = 3
per le colonne 26:

· B = 6*(NB + 0) ± 1 ( ultima cifra = 7
· H = 6*(NB + 1) ± 1 ( ultima cifra = 3
· D = 6*(NB + 2) ± 1 ( ultima cifra = 9
· … 6*(NB + 3) ± 1 ( ultima cifra = 5, scartata

· … 6*(NB + 4) ± 1 ( ultima cifra = 1, scartata

· F = 6*(NB + 5) ± 1 ( ultima cifra = 7
· X = 6*(NB + 6) ± 1 ( ultima cifra = 3
· C = 6*(NB + 7) ± 1 ( ultima cifra = 9
· … 6*(NB + 8) ± 1 ( ultima cifra = 5, scartata

· … 6*(NB + 9) ± 1 ( ultima cifra = 1, scartata

· E = 6*(NB + 10) ± 1 ( ultima cifra = 7
· A = 6*(NB + 11) ± 1 ( ultima cifra = 3
· G = 6*(NB + 12) ± 1 ( ultima cifra = 9
In entrambe i casi risulta:

· H = B + 6 ( 6
· D = B + 12 ( 5
· F = B + 30 ( 2
· X = B + 36 ( 1
· C = B + 42 ( 0
· E = B + 60 ( 4
· A = B + 66 ( 3
· G = B + 72 ( 2
I numeri a destra delle frecce indicano il resto modulo 7 degli scarti progressivi di ciascuno dei termini rispetto a B. Poiché appaiono tutti i valori da 0 a 6, questo vuol dire che qualunque sia il valore di B, uno degli altri termini sarà necessariamente un multiplo di 7, e quindi non primo. Di conseguenza, i due schemi mostrati non possono illustrare quadrati magici di numeri primi.

4. Per il quadrato a differenza massima fra G e B, il risultato migliore è relativo alla soluzione N° 60138224 (G–B=574201–13), la stessa del quadrato ad altezza massima; anche adesso, se si estendesse la ricerca, questo valore crescerebbe a dismisura;

5. La soluzione che massimizza il rapporto fra il massimo ed il minimo numero primo presenti nel quadrato magico (cioè il rapporto G/B) è la N° 60126327 (G/B= 114836.2); anche adesso, se si estendesse la ricerca, questo valore crescerebbe a dismisura. Per inciso, questa è una soluzione ‘col 5’, il che ovviamente favorisce il conseguimento del record;

6. Il risultato più sorprendente è quello relativo alla soluzione che minimizza il rapporto fra il massimo ed il minimo numero primo presenti nel quadrato magico (cioè il rapporto G/B): essa non è affatto una delle prime soluzioni come negli altri casi, ma la N° 46019237: per essa il rapporto vale appena 1.000565. Se rappresentiamo questo quadrato magico in modo tridimensionale (figura 7), esso è indistinguibile a vista da un parallelepipedo.

Il quadrato magico relativo è riportato nella Tab. 32: se immaginassimo di costruire un siffatto condominio con grattacieli le cui altezze fossero quelle della tabella, espresse in millimetri, i grattacieli avrebbero tutti 73 piani di circa 3,5 metri ciascuno (pavimenti inclusi), ed il grattacielo più alto differirebbe in altezza dal più basso di appena 144 mm, un mattone!

254941
254827
254929

254887
254899
254911

254869
254971
254857

Tab. 32


Figura 7

7. Il quadrato del punto precedente detiene anche un altro record: quello della minima distanza quadratica media fra le altezze dei palazzi, in rapporto all’altezza del palazzo stesso. In pratica esso minimizza la quantità:

(|A–X|2 + |B–X|2 + |C–X|2 + |D–X|2 + |E–X|2 + |F–X|2 + |G–X|2 + |H–X|2) / X2
8. Il record di massima distanza quadratica media fra le altezze dei palazzi è invece detenuto dalla soluzione N° 33655244, che è particolare in quanto non è una delle ultime ispezionate, pur potendosi pensare che questo record, come tutti i massimi, vada crescendo al crescere di X. La soluzione è qui riportata in Tab. 33

443413
7
221719

19
221713
443407

221707
443419
13

Tab. 33

Si vede che la ragione del record sta nel fatto che, accanto a valori enormi, sono presenti ben 3 primi estremamente bassi.

6.4.2 Incastri di gemelli

Se si scelgono due qualsiasi soluzioni gemellari e si riflette una di esse specularmente rispetto ai due assi formati dalla riga b) e dalla colonna e), si ottengono due solidi che possono essere inseriti l’uno nell’altro per formare un parallelepipedo di altezza 2X+2.

Figura 8
In figura 8 sono mostrati i due condomini gemelli costruiti in base alle soluzioni di Tab. 27: uno di essi può appunto essere ribaltato ed incastrato sull’altro.

6.5 Frequenze dei primi nei quadrati magici
Si è visto nel paragrafo 6.2.3 quanto siano rare le soluzioni ‘col 5’; si è sottolineato come in realtà esse siano rare solo perché il 5 è l’unico numero che termina con 5 che può apparire in un quadrato magico di primi. Per rendere giustizia al 5, possiamo rappresentare in grafico la frequenza di tutti i primi che appaiono in una qualsiasi delle 9 posizioni del quadrato (figura 9).

Nei 60 milioni e passa di soluzioni esaminate, il 5 appare circa 7200 volte; si vede dal grafico che tale valore è analogo a quello dei primi di basso valore. Il grafico ha una brusca discontinuità in corrispondenza dell’ultimo valore di X esaminato (287117): ciò poiché i primi superiori a tale valore sono apparsi solo come G, A, E o C nelle soluzioni trovate, e non hanno ancora avuto modo di apparire come B, H, D o F (e principalmente come X).

Figura 9

6.6 Numero di quadrati magici per ciascun valore di X
Per valori bassi di X, di quadrati magici non ne esistono o ne esistono pochissimi; ma al crescere di X, essi diventano via via più numerosi, come evidenziato dal grafico di figura 10:

Figura 10

Il massimo valore di X per cui non si hanno soluzioni è 859.

6.7 Altre categorie
6.7.1 Categorie ‘6N–1’ e ‘6N+1’
La suddivisione in categorie del paragrafo 6.1 è ovviamente solo una delle tante possibili. In alternativa, si può ad esempio mostrare l’andamento delle soluzioni suddivise nei due tipi ‘6N–1’ e ‘6N+1’ (figura 11):

Figura 11

Si osserva che le soluzioni ‘6N–1’ superano sistematicamente quelle ‘6N+1’: riportando in grafico il rapporto fra i numeri di soluzioni dei due tipi, si vede che esso si stabilizza, dopo qualche incertezza, intorno ad un 3% in più a favore delle soluzioni ‘6N–1’ (figura 12). Il motivo di questa preferenza, che appare strutturale e non casuale, si può azzardare come segue: se si analizza la distribuzione dei numeri primi (i primi 65.000 di essi) fra le due categorie, si scopre che effettivamente esistono un po’ più primi del tipo ‘6N–1’. Tale prevalenza si instaura sin dai primi primi (scusate il bisticcio…) e si mantiene al crescere dei primi stessi. Lo scarto, inizialmente molto oscillante ma sempre a favore dei ‘6N–1’, appare decrescente ma sembra stabilizzarsi attorno al 3‰. Ciò vuol dire che se scegliamo un primo a caso (minore di 65.000), la probabilità che sia di tipo ‘6N–1’ è del 3‰ maggiore rispetto alla probabilità che sia di tipo ‘6N+1’. Ma un quadrato di primi è composto da 9 numeri: se ammettiamo che la scelta di ciascuno di essi avvenga in modo casuale, la probabilità che tutti i 9 valori siano di tipo ‘6N–1’ è pari a 1,0039 volte più elevata rispetto alla probabilità che siano tutti di tipo ‘6N+1’, cioè pari a circa 1,03: quindi un quadrato di tipo ‘6N–1’ è il 3% più frequente rispetto all’altro tipo, come infatti il grafico di figura 12 mostra.

Figura 12

Naturalmente, ciò è valido per i primi 65000 numeri primi, che sono quelli da me utilizzati nella costruzione dei quadrati magici. A più lungo termine, la proporzione tende a decrescere: esaminando i primi 200000 primi il suddetto vantaggio del 3‰ si riduce all’1,5‰, e potrebbe poi annullarsi o anche invertirsi, cambiando lo scenario.

6.7.2 Categorie ‘C>E’ e ‘C<E’
Nel paragrafo 5.8 si è visto che i 9 termini delle soluzioni per il quadrato magico rispettano un ordine prefissato, ad esclusione dei termini C ed E (e dei corrispondenti F e D), che sembrano poter essere indifferentemente l’uno maggiore dell’altro. In realtà, le soluzioni di tipo ‘C<E’ sono circa il doppio di quelle ‘C>E’, come si vede dal grafico di figura 13, dove è mostrato il rapporto fra i due tipi di soluzioni al crescere del numero complessivo delle soluzioni stesse.

Probabilmente ciò è dovuto ai limiti di variabilità che C ed E hanno; C è limitato in valore in base alla 33):

X < C < (3X – B) / 2

Poiché B è sempre piccolo rispetto agli altri termini, si può dire che C varia grossomodo fra X ed 1,5X, quindi il suo campo di variabilità è ampio circa 0,5X.

Figura 13

Invece E può variare all’incirca fra X e 2X, per cui il suo campo di variabilità è il doppio di quello di C: ciò giustifica l’andamento di figura 13.

7 Istruzioni per l’utilizzazione del programma

Il programma quadrato.exe opera con una finestra DOS (sorry, non sono esperto a sufficienza o meglio non ho tempo e forse voglia di aggiornarmi), dalla quale, una volta lanciato, viene richiesta l’attività da svolgere relativa ai quadrati magici di numeri primi.

7.1 Generazione dei quadrati magici di primi
La prima cosa da fare è generare un bel po’ di quadrati magici di primi: ciò si ottiene scegliendo l’opzione 1) del menu principale (copiare preventivamente i files quadrato.exe e Primi.txt in una directory a piacere). I quadrati generati vengono memorizzati in un file denominato Temp.pms (pms=prime magic square): prima dell’effettiva generazione, il programma richiede quale sia il limite a cui fermarsi, espresso come massimo indice richiesto per X (cioè quanti X diversi esaminare). Poiché la generazione può richiedere parecchie ore, conviene limitare X (almeno inizialmente) a qualche migliaio di valori (diciamo 1-2000). Al termine dell’elaborazione, il file ottenuto DEVE essere rinominato in Quadrati.pms: in questo modo, una successiva richiesta di generazione rilegge il preesistente file Quadrati.pms e costruisce un nuovo file Temp.pms contenente sia le soluzioni precedentemente ottenute sia le nuove, ottenute in base a valori di X più elevati. Il nuovo file Temp.pms va a sua volta rinominato in Quadrati.pms (eliminando a mano il preesistente), ed il processo può essere ripetuto indefinitamente (nei limiti della capacità di memoria del computer e della pazienza del proprietario del computer stesso).

Ad ogni iterazione del processo, vengono mostrati alcuni dati sulla ricerca eseguita, relativi al numero di soluzioni trovate, al numero di tentativi compiuti, al tempo di elaborazione impiegato (cumulativo e netto in caso di più rilanci).

Attenzione a non richiedere troppe soluzioni! Con 25.000 valori di X (cioè fino a X=287117), il file d’uscita contiene più di 60 milioni di soluzioni, ed occupa più di 188 Mb! Lo spazio disponibile su disco dev’essere almeno il doppio della dimensione corrente del file, in quanto durante la generazione il programma lavora su una copia del file stesso (il file Temp.pms, appunto): ricordarsi di cancellare il file temporaneo dopo averlo copiato sul nuovo Quadrati.pms, esso occupa solo spazio inutile su disco al termine dell’elaborazione.

7.2 Formato dei files .pms
Il file Quadrati.pms viene utilizzato da tutte le altre sezioni del programma (attivate tramite le altre opzioni del menu principale): queste ultime NON FUNZIONANO se prima non si è generato il suddetto file. Inoltre, il file Quadrati.pms non è leggibile direttamente, ma vi si accede soltanto tramite le opzioni.

Per compattare il più possibile nel file i milioni di soluzioni trovate, il formato scelto per esso è binario, e si è adottata una serie di trucchetti atti a ridurne il più possibile le dimensioni. Se non si è interessati alla rielaborazione personale delle soluzioni contenute in Quadrati.pms, si può tralasciare il presente paragrafo e saltare direttamente al successivo; in caso contrario, fornisco qui di seguito le informazioni necessarie alla sua decrittazione.

Si noti che, per la generazione dei quadrati, il programma lavora in base all’elenco di primi contenuto in Primi.txt, che ne contiene 200000. Non è possibile estendere l’elenco contenuto in tale file senza modificare anche il programma, che è dimensionato per lavorare su 200000 primi: chi fosse interessato ad estendere la ricerca può contattarmi all’indirizzo brda@virgilio.it (ma deve avere davvero un bell’hard-disk e tanto tempo a disposizione!).

Il massimo primo utilizzabile (il 200000°) è 2750159, ed ha quindi 7 cifre; per memorizzare in chiaro i 9 termini di una soluzione occorrerebbero allora 63 cifre (bytes), il che comporterebbe l’uso di quasi 4 Gb per i circa 60 milioni di soluzioni da me trovate.

Una prima considerazione utile per fare economia di spazio è che ogni soluzione risulta univocamente determinata una volta fissati X, B e C: è quindi sufficiente memorizzare questi tre numeri (ciò porta a 21 bytes per soluzione). Se poi si adotta il formato binario, tutti i valori utili sono contenibili in 3 bytes (2563=16777216), il che porta a 9 bytes per soluzione.

Ma il vero miglioramento nell’immagazzinamento si ottiene se si considera che, a parte le prime soluzioni con X basso, normalmente esistono migliaia di risultati con lo stesso X (vedere figura 10), e che (fissato X) vi sono decine di soluzioni con lo stesso B. Se quindi si scorrono le soluzioni in successione l’una dopo l’altra, nella stragrande maggioranza dei casi cambia solo C, oppure cambiano B e C con B che passa da un dato primo al successivo dell’elenco contenuto in Primi.txt. Allora è in tali casi sufficiente memorizzare il solo valore di C, o al più anche B. Ogni qualche migliaio di soluzioni, anche X cambia ma (esclusi i primi valori), esso semplicemente passa al valore primo successivo.

Oltre a queste considerazioni, si osservi poi che l’elenco dei primi è già presente nel file Primi.txt: perché allora memorizzare i primi? E’ sufficiente indicare l’indice posizionale dei primi relativi ad X, B e C, e ricavare in lettura i corrispondenti valori dal file (o meglio, dalla sua copia in RAM). Ad esempio, non viene quindi memorizzato 2750159, ma 200000, o meglio l’informazione sufficiente a dedurre che si tratta del 200000° numero primo.

Sintetizzando tutto ciò a livello pratico, ogni soluzione viene memorizzata in un numero variabile di bytes, dei quali il primo di essi (byte di controllo) specifica come i tre indici (denominati ix, ib ed ic) dei tre numeri X, B e C sono ricavabili dai successivi bytes.

Il byte di controllo ha il formato:

controllo = xxbbbccc
dove i singoli bit hanno il significato di seguito illustrato (si noti che ixp, ibp e icp sono relativi agli indici della soluzione precedente):

xx:
00 -> ix non variato: nessun byte memorizzato successivamente per ix

01 -> ix=ixp+1: nessun byte memorizzato successivamente per ix

10 -> ix variato: il byte successivo contiene la differenza dal precedente ix

11 -> ix variato: i 3 bytes successivi contengono ix in chiaro

bbb
000 -> ib non variato: nessun byte memorizzato successivamente per ib

001 -> ib=ibp+1: nessun byte memorizzato successivamente per ib

010 -> ib variato: il byte successivo contiene la differenza dal precedente ibp

011 -> ib variato: i 2 bytes successivi contengono la differenza dal precedente ibp

100 -> impossibile, non gestito


101 -> ib variato: il byte successivo contiene ib in chiaro


110 -> ib variato: i 2 bytes successivi contengono ib in chiaro


111 -> ib variato: i 3 bytes successivi contengono ib in chiaro

ccc
000 -> ic non variato: nessun byte memorizzato successivamente per ic (rarissimo)


001 -> ic=ibc+1: nessun byte memorizzato successivamente per ic (molto raro)


010 -> ic variato: il byte successivo contiene la differenza dal precedente ibc

011 -> ic variato: i 2 bytes successivi contengono la differenza dal precedente ibc

100 -> impossibile, non gestito


101 -> ic variato: il byte successivo contiene ic in chiaro


110 -> ic variato: i 2 bytes successivi contengono ic in chiaro


111 -> ic variato: i 3 bytes successivi contengono ic in chiaro

controllo = 10100100 -> Tappo di fine memorizzazione

La prima soluzione viene memorizzata completamente in chiaro (control=11111111, seguito da ix=0,0,16; ib=0,0,2; ic=0,0,19) e corrisponde alla tabella 5 (X=59, 17° numero primo; B=5, 3° numero primo; C=71, 20° numero primo: gli indici partono da 0, cioè 2 è lo zeresimo numero primo). Le successive soluzioni sono memorizzate in base alle regole sopra descritte: nella maggior parte dei casi X non varia (cc=00) o varia di un’unità (cc=01), e B varia quasi sempre di un’unità (bbb=001).

Nella pratica, si vede che 60 milioni di soluzioni sono condensabili in 188 Mb di memoria, quindi con poco più di 3 bytes per soluzione.

Dopo il byte di tappo (controllo = 10100100) sono memorizzate nel file le seguenti informazioni riepilogative:

· Numero di tentativi effettuati, su 6 bytes:

· I primi 2 bytes contengono i miliardi di tentativi;

· I successivi 4 bytes il residuo dei tentativi al netto dei miliardi di cui sopra (questa suddivisione è effettuata per gestire numeri interi lunghi più di 4 bytes, essendo 2564=4294967296)

· Numero di soluzioni trovate, su 4 bytes;

· Tempo di elaborazione, su 8 bytes (formato float).

7.3 Visualizzazione soluzioni
Una volta generato un file Quadrati.pms sufficientemente esteso, è possibile accedere ad esso in più modi, per estrarne particolari informazioni. Le varie opzioni del menu principale producono tutte dei files di testo contenenti le informazioni desiderate. Tutti i files sono facilmente importabili da Excel, dove è poi possibile eseguire ulteriori elaborazioni o generare grafici (come tutti quelli presenti in questo documento).

Per importare un qualunque file in Excel, operare come segue:

· Aprire Excel (senza lanciare un file Excel!);

· Eseguire File ( Apri. Appare la maschera di apertura file;

· Selezionare la directory in cui si sta lavorando;

· Selezionare come Tipo file i File di testo;

· Selezionare il file di testo prescelto e cliccare su Apri:

· Appare la maschera di Autocomposizione Importa testo: selezionare Delimitati e premere Avanti;

· Appare il 2° passaggio: inserire il simbolo ‘|’ come Altro delimitatore e premere Fine.

Nel seguito sono descritte le 8 possibili opzioni.

7.3.1 Opzione 2: visualizzazione gruppo di quadrati magici

Scegliendo ‘2’ dal menu principale è possibile travasare in chiaro su file di testo (Quadrati.txt) un sottoinsieme di soluzioni consecutive dal file Quadrati.pms. Si noti che lanciando più volte il comando un eventuale file Quadrati.txt preesistente viene eliminato.

7.3.2 Opzione 3: selezione soluzioni contenenti un dato numero primo

Scegliendo ‘3’ dal menu principale è possibile travasare in chiaro su file di testo (QuadP.txt) il sottoinsieme di soluzioni contenenti un dato numero primo P, dal file Quadrati.pms. Ad esempio è possibile estrarre tutte le soluzioni contenenti il 5. Si noti che lanciando più volte il comando un eventuale file QuadP.txt preesistente viene eliminato.

7.3.3 Opzione 4: suddivisione soluzioni in categorie

Scegliendo ‘4’ dal menu principale è possibile elencare le soluzioni trovate per categoria, nel senso esposto nel paragrafo 6.1. Il numero di elementi di ogni categoria viene ricopiato in chiaro sul file di testo (Tipi.txt), con aggiornamento ogni M soluzioni. M, espresso in migliaia, viene richiesto come parametro dal programma. Si noti che lanciando più volte il comando un eventuale file Tipi.txt preesistente viene eliminato.

7.3.4 Opzione 5: conteggio soluzioni per ogni X

Scegliendo ‘5’ dal menu principale viene generato un file di testo (NquadX.txt) contenente il numero di soluzioni rilevate per ogni valore di X considerato nel file Quadrati.pms. Si noti che lanciando più volte il comando un eventuale file NquadX.txt preesistente viene eliminato.

7.3.5 Opzione 6: conteggio occorrenze numeri primi

Scegliendo ‘6’ dal menu principale viene generato un file di testo (Occorrenze.txt) contenente il numero di presenze di ciascun numero primo nelle soluzioni contenute nel file Quadrati.pms. Si noti che lanciando più volte il comando un eventuale file Occorrenze.txt preesistente viene eliminato.

7.3.6 Opzione 7: ricerca soluzioni gemellari

Scegliendo ‘7’ dal menu principale viene generato un file di testo (Twins.txt) contenente tutte le soluzioni gemellari (descritte nel paragrafo 6.3) fra le soluzioni contenute nel file Quadrati.pms. Si noti che lanciando più volte il comando un eventuale file Twins.txt preesistente viene eliminato.

7.3.7 Opzione 8: ricerca soluzioni record

Scegliendo ‘8’ dal menu principale viene generato un file di testo (Altezze.txt) contenente le soluzioni record (descritte nel paragrafo 6.4.1) fra le soluzioni contenute nel file Quadrati.pms. Si noti che lanciando più volte il comando un eventuale file Altezze.txt preesistente viene eliminato.

7.3.8 Opzione 9: suddivisione in categorie particolari

Scegliendo ‘9’ dal menu principale è possibile elencare le soluzioni trovate per categoria, nel senso esposto nel paragrafo 6.7. Il numero di elementi di ogni categoria viene ricopiato in chiaro sul file di testo (Tipibis.txt), con aggiornamento ogni M soluzioni. M, espresso in migliaia, viene richiesto come parametro dal programma. Si noti che lanciando più volte il comando un eventuale file Tipibis.txt preesistente viene eliminato.




























